Tugas 5 Matematika Diskrit

Selesaikan relasi rekursif berikut dengan metode akar karakteristik

1. ay = ay =1 dengan a,, = a,_1 + a,_o untuk n > 3
Penyelesaian :
Misalkan a, = 2" dengan x # 0 sehingga 2™ # 0 dan sekarang kita punya

Ap = Qp_1 + Ap_2
L mnfl + ‘,L,nf2
" — :L,nfl _ xnf2 =0

tee

??—zr—1 =0...(i)

—~

Dari persamaan kuadrat () dengan rumus abe diperoleh akar-akar yaitu

—b+ Vb% — dac atau —b— vVb? — 4ac
L 2a 2= 2a
—(=1) + (=12 =4()(-1) —(=1) = /(=12 =4()(-1)
2(1) 2(1)
1++5 1-+5
2 2

Solusi umum dari relasi rekursif

ap, = 127 + coxy

145 1-v5\"
(Y

Dari syarat awal diperoleh

CL1:1 CL2:1
1+5 1-V5 6+ 2v/5 6 —2v/5
()50 o[
(ii)...(61+02>+(01 _CQ)\/EZQ (ZZZ)6(Cl+62)+(01—02)2\/5:4

Dari pers (ii) dan (iii) diperoleh
)

(c1+¢c2) + (c1 — 02)\/5 =2|%x2(2(c1+c2)+ (a1 — 62)2\/5 =4
6(c1 +c2) + (1 — )2v5 =4 | x1|6(c; +c3) + (1 — 02)2\/5 =4
—4(61 + Cg) =0

(w)...cp +ca =0

Substitusi pers (iv) ke pers (i7) dan diperoleh

(—CQ + CQ) + (—CQ — CQ)\/g =2 dan C1+Ccog = 0
—2¢5V/5 =2 1= —C

1
Cg = ——F=
R

Jadi solusi relasi rekursif adalah
a az’ + ezt & la ! <1+\/g>" ! (1_\@)"
n — C1dq 2L 9 n — 7 - =
5 2 NG 2
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2. ap = a; = 1 dengan a,, = 2a,_1 + 3a,_o untuk n > 2

Penyelesaian :
Misalkan a, = 2" dengan x # 0 sehingga 2" # 0 dan sekarang kita punya

ap = 20p1 + 30,2
" = 2" 4 32
" — 22"t =322 =0

22 —2r -3 =0
(x+1)(z—3) =0...(2)

Tt

Dari persamaan kuadrat (i) diperoleh akar-akar yaitu

(x1+1)=0=2y=—-1| atau |(z3—3)=0=23=3

Solusi umum dari relasi rekursif

a, = 12} + coxy
=c(—1)" + (3)"

Dari syarat awal diperoleh

ag = 1 dan a; = 1
(=124 (3 =1 a(=D)'+e(3) =1
c1+ ey =1...(ii) —c1 43¢y = 1. (i)

Dari pers (i7) dan (éi7) diperoleh

crt+ca=1]|%x3| 3c1 +3c; =3 dan ca=1—¢
—Cc1+3ca=1|%x1|—-c14+3c =1 B 1
401 =2 =1- 5
1 = % B 1
2
Jadi solusi relasi rekursif adalah
ap, = 1 x] + oy & |a, = 5(—1) + 5(3)

. a1 = 2;ay = 6 dengan a,, — 4a,,_1 + 4a,_o = 0 untuk n > 3
Penyelesaian :
Misalkan a,, = " dengan x # 0 sehingga 2" # 0 dan sekarang kita punya

an — 40,1 +4a,—o =0

& " — 4" 4 4272 =0
& 2 —dr+4=0
& (x—2)2=0
= r=2

Solusi umum dari relasi rekursif

a, = coxy + cinay
= co(2)" + cn(2)"

Dari syarat awal diperoleh
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a, =2 dan as =6
co(2)' +a(1)(2) =2 co(2)* + c1(2)(2)* = 6
co+cp=1...(i7) 2c0 4+ 4cy = 3., (4i1)

Dari pers (i7) dan (i7i) diperoleh

cot+tcr=1|x4|4cog+4c; =4 dan cpo=1—c¢
260—|—401:3 x1 200+4Cl =3 o 1
2¢p =1 =1-3
Co = % o 1
2
Jadi solusi relasi rekursif adalah
a, = coxy + cnzt & la, = 5(2) + 5(71)(2)

4. ag = a; = ay = 0;a3 = 5 dengan a,, = 10a,,_1 — 37a,_o + 60a,,_3 — 36a,_4 untuk n > 4
Penyelesaian :
Misalkan a, = 2™ dengan = # 0 sehingga =™ # 0 dan sekarang kita punya

an, — 10a,—1 + 37a,,_s — 60a,,_3 + 36a,,_4 =0
2" — 102" 4+ 37272 — 6023 4+ 362" =0
2t — 1023 + 3722 — 60z +36 =0

(22 —bx +6)> =0

(x —3)%(x —2)>=0

teo e

Dari persamaan kuadrat (i) diperoleh akar-akar yaitu

(1 —2)=0=27=2| atau |[(22—3)=0=129=3

Solusi umum dari relasi rekursif
a, = cory + cinxy + cowy + c3nawy
=¢o(2)" + a1n(2)" + c2(3)" + e3n(3)"
Dari syarat awal diperoleh

ap =0 co+0(c1) + ca +0(c3) =0 1 0 1 0 Co
(Zl:O — 200+201+302+3C3:0 — 2 2 3 3 C1
a9 = 0 400 + 801 + 902 + 1803 =0 4 8 9 18 Co
as = 5) 800 + 2402 + 2702 + 8103 =5 8 24 27 81 C3

[\ J/
-~

Determinan (D)=6

o O OO

Dengan aturan cramer diperoleh

00 1 0 1 0 0 0
0 2 3 3 2 2 0 3
Dey= 0 8 9 18 =60 De,= 4 8 0 18 = —00
5 24 27 81 8 24 5 81
10 1 0 1 0 1 0
20 3 3 2 2 3 0
De, 40 9 18| 1 D03*48 9 0|1V
8 5 27 81 8 24 27 5

Sehingga sekarang kita punya
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D, _ 60 D, —60

““D T “"D "%
D, 15 5 D, 10 5
= = — = — Ca= = — = —
“CD T 6 2 D "6 3

Jadi solusi relasi rekursif adalah

D
a, = corl + cyna] + coxh + csnxy & |a, = 10(2)" + §(n)(2)" —10(3)" +

Selesaikan relasi rekursif berikut dengan fungsi pembangkit!

5. ag = 10;a; = 3 dengan a,,_, = 2a,, + 4" untuk n > 0
Penyelesaian :
Misal p(z) adalah FPB barisan a,, = $a,_1 — 3(4)", maka menurut definisi

p(z) = Z apx"

n=0

Kalikan kedua ruas bagian relasi rekursif dengan z”, kemudian jumlahkan kedua ruas
untuk n > 2 (terlanjur kena trap hehe, pakai n > 1 bisa lebih ringkas) dan diperoleh

i " = i (% - %(4)”) "

1
p(z) — 10 — 3z = §xp(:v) —bx —

1
1- = — 10— 2z —
( zx)p(x) 0=2r=9773,
1 10 — 42
(1—§x)p(x):—x

1—4x
o) = 10 — 427
(1—1z) (1 —4a)
74 4
p(r) = —F !

— — —
1—5:1: 1—4x

o) = 7_742 (%)x . ;‘2)49;
p(a) = i (Z(3) -3wr)a

Karena a,, adalah koefisien 2" dalam p(x) maka penyelesaian relasi rekursif yang dimaksud
adalah

T
7

an

1\" 4
(5) - ?(4)”, untuk n > 0
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6. agp = 2;a; = 1 dengan a, o2 — 2a,41 + a, = 2" untuk n > 0

Penyelesaian :
Misal p(z) adalah FPB barisan a,, = —a,42 + 2a,+1 + 2", maka menurut definisi
p(z) = Z apz"
n=0

Kalikan kedua ruas bagian relasi rekursif dengan z", kemudian jumlahkan kedua ruas
untuk n > 0 dan diperoleh

D it = (—nio + 20,41 +27) 2"
n=0 n=0
p(:c)——iia ol +2+2§:a 1T “—i—i(%)"
$2 n=0 " In:O " n=0
(91:)——i iax” —ap — a1x —|—g iax ap | + !
pr) = 22 2 n 0 1 . 2 n 0 1—_or
() = 25 (pla) — 2 1(a)) + — (pl) ~2) + —
pz) = —— (plz x p(x o
2
0= —2p(z) + 2zp(x) — p(x) + 2+ 2 — 4o + ] f 5
2 a?
0=— -2 1 2—3
(z z+ 1)p(x) + T+ 15
6x% — T + 2 + 22
0=—(1—x)
(1 —2)7p(x) + T on
Ta? — To + 2
1—a2)p(z) = L P12
(1 —2)"p(z) T on
Ta? — To + 2
plz) =

(1 —x)2(1 — 2x)

p@)=—2(1ix)é+1j2r+3<lix)

p(z) :—Qi [ i—l—n—l } x”—l—iZ"m”%—Sim”
n=0 n=0 n=0
p(x)zi(—? [ Z+1 } +2"+3) "

n=0

Karena a,, adalah koefisien 2™ dalam p(z) maka penyelesaian relasi rekursif yang dimaksud

adalah
ay = —2 [ Z+1 ] + 2"+ 3, untukn >0
7. ap = 0 dengan a,, = a,_1 + 2" untuk n > 1
Penyelesaian :

Misal p(x) adalah FPB barisan a,,, maka menurut definisi

o0

p(z) = Z anx"

n=0
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Kalikan kedua ruas bagian relasi rekursif dengan z", kemudian jumlahkan kedua ruas
untuk n > 1 dan diperoleh

WE
$
&3

f: an 1+ 2n
n n=1
(f: apx" =z Z Up_12" "+ (i(?x)”) -1
n=1

I
—

p(x)—O:xp(x)—Fl_l?x—l
1 (1-22)
(1—I)P($)—ﬁ
2z

—2) 2" 42y 2"a"
n=0 n=0
p(z) = (—24+2" "2

n=0

Karena a,, adalah koefisien 2™ dalam p(z) maka penyelesaian relasi rekursif yang dimaksud
adalah

an = —2+ 2" untuk n >0

8. Misalkan a, menyatakan banyaknya cara untuk menempatkan n objek berbeda di dalam
5 kotak. Tulis dan selesaikan relasi rekursif untuk a,, !
Penyelesaian :
Bingung :( hehe..

Disusun oleh : M. Galang Rivaldo (0718011631) 6



